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8 Rappels sur les ensembles

1.1 Quelques définitions

Considérons un ensemble F| c’est a dire une collection d’objets appelés les
éléments de F. L’appartenance d’un élément « & F est notée x €F. x ¢F
signifie au contraire que ’élément x n’appartient pas a F.

Une partie de F est aussi un ensemble appelé sous-ensemble de F. On utilise
la notation F' CF lorsque I est un sous-ensemble de F. On dit aussi que F
est inclus dans F.

Un certain nombre d’ensembles sont communément utilisés :

N, ’ensemble des entiers naturels ;

— N7¥ l’ensemble des entiers naturels non nuls ;
— Z, Pensemble des entiers relatifs ;

— Q, 'ensemble des rationnels ;

— R, 'ensemble des réels.

On note P(F) 'ensemble des parties de F.

1.2 Opérations et propriétés

1.2.1 Intersection

AN B est 'intersection des ensembles A et B, c’est a dire I’ensemble des
points appartenant a la fois a4 A et a B.

1.2.2 Réunion

AU B est la réunion des ensembles A et B, c’est & dire I’ensemble des points
appartenant a au moins I’'un des deux ensembles.

1.2.3 Commutativité et associativité

La réunion et I'intersection sont des opérations commutatives et associatives:
ANB=BNAet AUB=BUA
ANn(BNC)=(AnB)nCet AU(BUC)=(AUB)UC
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1.2.4 Complémentaire

Si A C F, son complémentaire dans F est ’ensemble des points de E n’ap-
partenant pas & A. On le note A°, A, ou encore Cé.

1.2.5 Différence

Si A et B sont deux sous-ensembles de F/, on note A\ B la “différence” entre
A et B, c’est a dire ’ensemble des points qui sont dans A mais pas dans B.

On adonc A\ B= An B°.

1.2.6 Ensemble vide

(C’est I’ensemble ne contenant aucun élément. On le note ().

1.2.7 Ensembles disjoints

Les ensembles A et B sont disjoints si AN B = 0.

1.2.8 Produit cartésien

Soient E et I’ deux ensembles. On admet qu’il existe le produit cartésien
FE x F défini par:

zeEXF&{3aclE;3beF, 2= (ab)}

Par définition, Fx F=0 < F =0 ou I'= 0.

1.2.9 Application

On appelle application une fonction f associant & tout élément = de FE un
élément y de F. On dit aussi:

— f est une application de F dans F';
— f prend ses valeurs dans F';

— f est une application qui & z associe f(z)=y.

Onnote: f : B —= F; z—y= f(z).
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Propriétés :

— f est injective si Vo € F et Va' € B,z # 2’ = f(z) # f(a').
Si f est injective, alors card(FE) < card(F).

— fest surjectivesiVy € F, 3z € £/ f(z) =y.
Si f est surjective, alors card(F') < card(L).

— f est byective si elle est a la fois injective et surjective.
Si f est bijective, alors card(F') = card(L).

1.2.10 Ensemble fini

FE est un ensemble fini 8’il est vide ou s’il existe une bijection sur E de
I’ensemble des n premiers entiers naturels. On a alors card(E) = n.

1.2.11 Ensemble dénombrable

FE est un ensemble dénombrable 8l est vide ou s’il existe une bijection de N
sur F.
card(N) =Ry (Rg - aleph zéro - est le plus petit cardinal infini).
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2.1 Cardinal

2.1.1 Produit cartésien

Soient A et B deux ensembles finis. Alors leur produit cartésien est fini et
son cardinal est card(A X B) = card(A) card(B).

On peut généraliser au produit cartésien de n ensembles finis :

n

card(Ay X Ay X - X A,) = Hcard(Ai)

=1

2.1.2 Complémentaire

Soit A C E, alors card(C4) = card(E) — card(A).

2.1.3 Reéunion

Soient A et B deux ensembles finis

- Si AN B =10, card(AU B) = card(A) + card(B).
- Si ANB#0, card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).

On peut généraliser a n ensembles: Formule du crible de Poincaré

n n

card(U A;) = Z (1)1 Z card(A;, N---NA;,)

=1 k=1 1521<<2k§n

2.2 Analyse combinatoire

2.2.1 Rappels et définitions

Les éléments peuvent étre discernables 2 & 2 ou indiscernables.

Une disposition est une suite d’éléments. Elle peut étre :

— sans répétition, chaque élément figure au plus une fois dans la disposi-
tion ;

— avec répélition, un élément peut figurer plusieurs fois dans la disposi-
tion ;
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— ordonnée, chaque élément est caractérisé non seuleument par le nombre
de fois ot il apparait dans la disposition, mais aussi par sa place dans
la disposition ;

— non ordonnée, si 'ordre des éléments ne compte pas.

Un multiplet correspond a la situation d’un produit cartésien. Soit un groupe

de S ensembles A, B, ..., .S contenant respectivement «, 3,..., ¢ éléments:
{(al, agy ... ,aa) s (bh bz, e 7()5) yoey (817 Sy ey Sg)}
N——— ——
A B S

Un multiplet de S éléments (un S-uplet) est une suite d’un élément de A, un
élément de B, ..., un élément de S.

Il est alors clair que:

card(S — uplet) = card(Ax Bx---xS)
= card(A) card(B) ... card(S)

= apf...0

De ceci découle le principe des tiroirs: si une opération O peut se décom-
poser en S opérations successives telles que la premiére ait o possibilités,
la deuxiéme B3 possibilités, ..., la S*m¢ g possibilités, alors le nombre de
possibilités pour l'opération O sera o 3 ... o.

2.2.2 Dispositions ordonnées
Arrangements avec répétition

Il s’agit d’une disposition ordonnée de p éléments pris parmi n, discernables,
avec répétition éventuelle. Pour chacun des p éléments, il y a n possibilités.

On déduit donc:

Vipn) e N> AL =nom ... n=nP

p fois

Arrangements sans répétitions

Il s’agit d’une disposition ordonnée de p éléments pris parmi n, discernables,
sans répétition.
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On a donc:

— n possibilités pour le 1°” élément ;

— (n — 1) possibilités pour le 2°¢ élément ;

Jeme

(n — i+ 1) possibilités pour le i

élément ;

teme glément.

(n — p+ 1) possibilités pour le p

Au total, cela fait donc n (n+1) ... (n — p+ 1) possibilités.

n!

Vp7n €N27p§n7‘4£:7
(#, 7) (n—p)!

Propriété .

AP = AP 4 p APTY

Démonstration (deux méthodes) :

1. Parmi les A? arrangements, il v a ceux qui contiennent un élément
b
particulier @ et ceux qui ne le contiennent pas.

— Pour ceux qui ne le contiennent pas, il y a A? | possibilités: les
p éléments de I'arrangement sont pris parmi les (n — 1) éléments
autres que a;

— Pour ceux qui le contiennent, en plus de a, ils contiennent (p — 1)
autre éléments, qui sont pris parmi les (n — 1) autres que a. Il y a
Ai:ll arrangements de (p — 1) éléments ne contenant pas a. Pour
chacun de ces arrangements, il y a ensuite p positions possibles
pour intercaller a. Donc il y a au total p Ai:ll arrangements de p
éléments contenant a.

Donc il y a au total AL | 4+ p Ai:ll arrangements de p éléments pris

parmi n.
2.
o n! _(n—p—l—p)(n—l)!
A = (n—p)! (n—p)!
(= pn—=1! (n-1! (-1 (n—1)!
T -t Pl —t=pt == (-1

= Ai—1 +p Aij
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Permutations sans répétitions

Il s’agit d’une disposition ordonnée des n éléments de 'ensemble, sans répé-
tition.

On en déduit :

|
VneN, P,=A" = — " —p
(n —n)!

Permutations avec répétition

Il s’agit d’une disposition ordonnée de n éléments partiellement discernables.
Parmi les n éléments, on trouve « éléments a, 5 éléments b, ..., o éléments
s:

{(a,a,....;a), (byb,....;0),....(s,s,...,8)}avecn=a+ [+ ---+0

o éléments [ éléments o éléments

Si tous les éléments étaient discernables, on aurait n! permutations. Ici toutes
permutations des « éléments a, des § éléments b, ..., des ¢ éléments s
correspondent a la méme permutation avec répétition.

On en déduit donc le nombre de permutations avec répétition :

n!
V€N P = o

Application :

(a+b4+---4+s)"=(a+b+---+s) (a+b+---+5) ... (a+b+---+5)

n fois

Le développement est une somme de termes dont chacun est un produit de

n éléments comportant « a, 8 b, ..., 0 stelsquen=a+ 5+ ---+ 0.
Ainsi: '
n_ I NC R
(a+b+-45)" = Z a!ﬁ!...a!a b” .. .s
at+f+-+o=n

On peut en particulier en déduire le développement d’un binéme :

n

n n! r n—r
(a+b) :Zr! ya" b

—~ (n—r)!
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2.2.3 Dispositions non ordonnées
Combinaisons sans répétition

Il s’agit de dispositions non ordonnées de p éléments discernables pris parmis
n, sans répétition.

Pour une disposition ordonnée de p éléments pris parmi n sans répétition, il
y a AL possibilités. Parmi celles-ci, p! permutations correspondent & la méme
disposition non-ordonnée. On en déduit donc:

Y(p, n) € N2, p< n, C7 An n
n n ==
Propriétés :
n!
cr = — np
" plln—p)t "
-1

Cﬁ = 05—1 + 05—1

Demonstration :

Parmi les C% combinaisons de p éléments pris parmi n, il y en a qui contiennent
un élément particulier a, et d’autres qui ne le contiennent pas.

— Nombre de combinaisons qui contiennent « : elles contiennent a et (p —
1) éléments autres que a, pris parmi les (n — 1) qui ne sont pas a. Il y
en a donc C’gj.

— Nombre de combinaisons qui ne contiennent pas a : elles contiennent p
éléments pris parmi les (n — 1) éléments autres que a. Il y en a donc

Cre
Donc C% = CP_ +CP]

Triangle de Pascal :

p 0 1 2 3 .. (p1) p
n
1 1 1
2 1 + 1
|
3 1 3 3 1
(n-1) Cﬁ} + Chy
|
n Ch
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Formule du bindome de Newton :

On retrouve ainsi la formule du développement d’un bindéme (voir 2.2.2 page 15) :

n

Vn €N, (a+b)"=> CFa"p"h
k=0

Tout terme en a*b("=k) est répété autant de fois quon peut prendre k élé-
ments a et (n — k) éléments b dans un rang différent.

On en déduit aisément:

ic{; =
k=0

So-ren = (11" =0

Combinaisons avec répétitions

Il s’agit de dispositions non ordonnées de p éléments pris parmi n, discer-
nables, avec répétition éventuellement. Dans ce cas, on n’a donc pas obliga-
toirement p < n.

Considérons que l'on introduise des séparateurs entre n éléments discer-
nables :
a alleceld
N —’
p éléments pris parmi n discernables avec répétition

On a alors n — 1 séparateurs. Toute combinaison revient alors & placer les
n — 1 séparateurs et les p éléments dans un ordre donné.

Toute combinaison avec répétition est donc une permutation avec répétition
des n — 1 séparateurs et des p éléments. Posons m = (n — 1) + p.

. ! (n+p-—1)!
2 KP :iPm = m = =P
v(p, m) € N, K plin—1)! pln+p—1-p)! Crtp-1
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20 Variables aléatoires a valeurs dans R

3.1 Définitions

L’espace d’états est ’ensemble, habituellement noté €2, de tous les résultats
possibles de 'expérience aléatoire que I'on réalise.

Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est vraie ou fausse
aprés avoir réalisé 'expérience. Un événement est donc une partie de 2.
On note A ’ensemble de tous les événements de €. Le plus souvent, on a

A=P(Q).

A chaque événement A, on associe un nombre, noté P(A), et appelé “proba-
bilité de A”. Les probabilités vérifient les propriétés suivantes :

0< P(A) <1
PQ) =1
Si ANB =40, P(AUB) = P(A) + P(B)

Un modéle probabiliste est donc un triplet (2, A, P) constitué de I'espace

2, de I’ensemble des événements A, et de la famille des P(A4) pour A € A.

Soit F un intervalle de R. On appelle variable aléatoire sur (2, A, P) a
valeurs dans F toute application X de € dans F.

Notations :

Soit A" C E, {X € A’} = {w € Q, X(w) € A’'}. Cela signifie aussi que
X~1(A") est un événement de Q.

La probabilité de cet événement est notée P(X € A').
Soit Py 'application de P(L) dans [0,1] définie par Px(A") = P(X € A').

Px est une loi de probabilité sur F, que 'on apelle loi de la variable aléatoire

X.

3.2 Moments

3.2.1 Deéfinitions

Soit k& € N* un entier positif, et soit X une variable aléatoire telle que X*
poséde une espérance’. Alors E(X*) s’appelle le moment d’ordre k de X.
On le note my,.

1. Voir définition dans le cours de bio-statistiques du DEUG
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Le nombre F[(X — F(X))¥] est le moment centré d’ordre k de X . On le note
M-

3.2.2 Applications
Cas des variables aléatoires discrétes

Soit X une variable aléatoire réelle discréte, et soit {z; ; ¢ = 1, 2,...}
I’ensemble des valeurs prises par X et {p; ; i = 1, 2,...} les probabilités
correspondantes.

Le moment d’ordre k& a pour expression, sous réserve d’existence :

k
meE Li Di

K3

Le moment centré d’ordre k a pour expression, sous réserve d’existence :

=) (2 = B(X))* p;

7

Variables aléatoires continues

Soit X une variable aléatoire réelle continue de densité? f. Le moment
d’ordre k est défini, sous réserve d’existence, par:

mg :/-I-OO «* f(z) dx

— 00
Le moment centré d’ordre k a pour expression, sous réserve d’existence :

o= [ B0 () e

— 00

Propriétés

Si X admet un moment d’ordre k, alors Vr € N* r < k, elle admet un
moment d’ordre r.

2. Voir définition dans le cours de bio-statistiques du DEUG
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L’espérance, notée aussi m, qui est le moment d’ordre 1, vérifie les propriétés
suivantes :

FaX+b) = aF(X)+0b
E(X+Y) = E(X)+E(Y)

La variance V(X), notée aussi o2, est le moment centré d’ordre 2.

V(X)) = MQZUQZE{(X—E(X))Q}
= B|X?-2X E(X)+(E(X)?

= E(X?) -2 BE(X) E(X)+ (E (X))

E(X?) - (E(X))*

_ 1
= My — 1y
Elle vérifie la propriété suivante :

V(aX +b) = a* V(X)

3.3 Fonction génératrice d’une variable aléatoire dis-
créte

3.3.1 Deéfinition

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N, dont la loi est caractérisée par
les nombres p,, = P(X = n). La fonction génératrice de X est la fonction
Gx :[0,1] — [0,1] définie par:

+o0
Vs €[0,1], Gx(s) = E(s¥) =) 5" P(X =n)

n=0

G x (s) est monotone, croissante, bornée, continue et indéfiniment dérivable,

telle que G'x(s) € [0,1], Gx(0) =0, et Gx (1) = 1.

3.3.2 Propriétés

La fonction génératrice caractérise la loi de X.
Plus précisément :
G (0)

n!

Vn € N*, P(X = n) =
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ol Gg?)(O) désigne la dérivée n-iéme de Gy en 0.
D’autre part :

E(X) = Ji.ik P(X = k) =G4 (1)
k=0

3.4 Inégalité de Bienaymé-Tchebicheff

Soit X une variable aléatoire, sous réserve que X ait une variance, on a:

ViX)

a2

Va eR*T, P(|X — E(X)| > a) <

Démonstration dans le cas des variables aléatoires discrétes :
Soit X une variable aléatoire discréte prenant les valeurs {zy, 2o, ..., 2;,...}

V(X) = E(X-EX)[) ZZP(XZ%') |2 — B(X)[?

> > P(X = ;) |e; = E(X)[?
iflzi—E(X)|?>a?

> Z P(X =) d*
i/ lzi—E(X)[? 2a?
> a? Z P(X =)
i/ lzi—E(X)|?2a?
> @’ P(IX - E(X)]’ > )

Donc:
V(X V(X
Pix-poPza) < Y puxop 2 e < T
a a
3.5 Loi faible des grands nombres
Soit X, X,,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes® et

wdentiguement distribuées. On suppose que X posséde une variance. Alors,

26)20

o1 a:

n

3 (X - E(X)

n——+oo 2
=1

Ve € R**, lim P (

3. Voir définition dans le cours de bio-statistiques du DEUG
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3.6 Quelques lois discrétes usuelles

3.6.1 Loi uniforme discréte

X suit une loi uniforme discréte sur [1, n] si:
N 1
VEEN* k<n P(X =Fk) = —
n

On note X =U([1, n]).

Espérance

Variance

V(X) = B(X?) - [EX))

n n+1 2
= Snw (")
k=1 2

= ZlkZ_M
n 4

k=1
B (l n(n—l—l)(Qn—l—l))_ (n+1)2
n 6 4
_ n?—1
12

3.6.2 Loi géométrique (ou loi de Pascal)
X suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1] lorsqu’elle prend ses valeurs
dans N* avec la probabilité :

Pour k € N*:
P(X=k)y=(1-p)"p
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La variable aléatoire correspond au rang du premier succés rencontré au
cours d’une suite d’épreuves de Bernouilli indépendantes ayant chacune la
méme probabilité de succés p (et d’échec, ¢ = 1 — p). On note X = G(p).

Espérance

_ okl B k—lszl
E(X)—;k(l Py p p;k(l p) I—q? p

Variance

3.6.3 Loi hypergéométrique: tirages sans remises

Une urne contient n boules, dont .S vertes. On note p = % la proportion de
boules verteset g=1—p = %

On prend au hasard successivement n boules dans 'urne, sans les remettre.
La variable aléatoire X égale au nombre de boules vertes parmi ces n boules

suit une loi hypergéométrique. Pour k entier entre 0 et n:

Ck Cn—k
P(X =k) = Npian
CN
On note X = H(N, n, p)
Espérance
E(X)=np
Variance

N
V(X) =
(X)=npq
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3.7 Quelques lois continues usuelles

3.7.1 Loi uniforme continue

X est une variable continue uniforme sur [a, b] si sa densité f vérifie:

{ Va & [a, b], f(x)
Va € [a, b], f(z) =

I
= O

o
|
a

On note X = U([q, b]).

Fonction de répartition

On peut aisément trouver la fonction de répartition® F:

Vo € [a, b], F(z) = [7;L ==t
Vo < a, Fz) = 0
Yz > b, Fz) = 1

Calcul des moments

Calculons le moment d’ordre k, my :

" too boogh 1 [aF+17]°
VkEN7mk = / t f($)d$:/a b—adw:b_a[k+1:|a

(;k-|—1 _ gkt
- (k+1)(b—a)
On en déduit alors les moments d’ordre 1 et 2:
b% — a2 at+b
m = =
! 2b—a) 2
b2 — ad a? + ab + b2
m = =
? 3(b—a) 3
On a donc:
b
E(X) = m = “;
b2
V(X) = mg—mlzz(a )

12

4. Voir définition dans le cours de bio-statistiques du DEUG
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3.7.2 Loi exponentielle

X est une variable aléatoire exponentielle si sa densité f vérifie :

Ve € RY, f(z) = Alexp ¥
Ve e R*, f(z) = 0

La loi exponentielle correspond a la durée de vie si le taux de mortalité est
constant.

Fonction de répartition

On trouve la encore aisément la fonction de répartition F :

Ve e RY, F(z) = [dexp Mdt=][- exp_”]ﬁ =1—exp
Ve e R*, F(z) = 0

Calcul des moments

Le moment d’ordre k, m; a pour expression :
+oo
Yk € N*, my = / Aexp ™ 2F da
0

my, est convergent. En effet :

k
&* exp= T = x -
exp
Or,
M—l—l—/\—x—l- +(/\x)k+2+
T k+2)!
Donc
A k42
Vi € N*, exp™ > Ekﬁ Bl
1 < (k+2)!
cxp® = (Ax)kt2
zk < (k+2)!
exp/\x — Ak—l—? $2
too (k+2)! [t 1
Aexp™ aFde < 2% —d
/1 exp xde < S /1 ade

L’intégrale de droite est convergente, donc my, est convergent.
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Calcul de my, :

+oo
Yk € N, m, = / Aexp ™ 2F da
0

On peut donc écrire :

1
my = X
E—1
mrg—1 = ka—z
k
mg = ka—1

k!

On a donc:

3.8 Fonctions d’une variable aléatoire

3.8.1 Présentation

Soit X une variable aléatoire définie sur (2, A, P), et ’application
¢ : DCR =R, telle que X(Q) C D. Alors Y = ¢(X) est une variable
aléatoire définie sur (2, A, P).
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3.8.2 Cas des variables aléatoire discrétes

Dans le cas des variables aléatoires discrétes, si X prend ’ensemble des
valeurs {z1,..., g, ...} et Y D'ensemble des valeurs {yy,..., y;,...},

Vy; € (po X)(Q), PV =y;)= > P(X =uy)
l’k/@(xk):yj

Y est donc elle-méme une variable aléatoire discréte.

L’espérance de Y vaut alors, sous réserve d’existence :

E(Y)=>) @(er)P(X = )
;

3.8.3 Cas des variables aléatoires continues

On peut distinguer alors deux cas, selon que ¢ est une bijection, ou que ¢
n’est pas une bijection.

Si ¢ est une bijection

Alors, ¢! existe et est unique. Si ¢’ existe et ne s’annule qu’en un nombre

fini de points, alors ¥ = ¢(X) est une variable continue et sa densité de
probabilité ¢ vaut :

fle)y  feT W)
1Y) = 0] T 17 (e W)

sauf pour les valeurs ot ¢’ s’annule

Si ¢ est dérivable, mais ne posséde pas une unique fonction réci-
proque

Alors, il faut considérer séparément chacun des intervalles otl ¢ est une bi-
b
jection puis effectuer une sommation afin de calculer la densité de Y.

Eremple

Soit X =N(0,1) et Y = X2 Ici,ona ¢ : R— RT, z +— 2. ¢ est dérivable,
mais ne posséde pas une unique fonction réciproque. Par contre, ¢ est une
bijection de | — oo, 0] sur ]J0, + oo[, et ¢ est une bijection de |0, + oof sur
10, + ool.



30 Variables aléatoires a valeurs dans R

Y prend ses valeurs dans R¥.

Ona,Vy>0,{Y =y} ©{X=youX=-/y}
La densité f de X vaut:

o2
2

1
Vo €R, f(z) = mexp_

On note que f est paire, c’est & dire que f(z) = f(—=z).

Donc, pour z €]0, + oof,

—_
[N

z 1

et o'(z) =22 =2y

=
=
|
5
)
)
>~
UI
ol
|
5
)
)
>~
UI
ke

flz)= exp” 2 et o'(z) =22 =-2/y

On en déduit donc la densité g de Y :

. _ ) I 26 _ -
YWER™, 9(y) = pzt e = By = vam P

VyeR™, g(y) = 0

Y suit donc une loi x3.
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4.1 Vecteurs aléatoires discrets

4.1.1 Deéfinition

(X1,..., X4, ..., X,,) est un vecteur aléatoire discret si Vi € N*, ¢ < n, X; :
0 — R est une variable aléatoire discréte.

Définir la loi d’un vecteur aléatoire discret (Xq,..., X;, ..., X,), c’est don-
ner:

1. Les ensembles X1(€2),..., X;(),

2. V(@1 @y ey ) € X1 () X (

- Xn(Q);
X X;(Q) x---x X,(Q), la proba-
=z

4.1.2 Couple de variables aléatoire discrétes

On se restreint ici au cas d’un couple de variables aléatoires.

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes telles que X (Q) ={z;/ ¢ €
I} et Y(Q) = {y;/ j € J}, avec I et J deux intervalles de N. Le couple
(X, Y) prend ses valeurs dans X (Q) x Y(Q) = {(z;, y;)/ (¢, 5) € I x J}.

Loi conjointe de X et Y

On appelle loi conjointe de X et Y la loi du vecteur aléatoire formé par X
et Y, c’est a dire:

V(i,j)EIXJ,pZ']‘:P(X:MﬁY:y]‘)

Lois marginales de X et de Y

Les lois marginales correspondent aux lois de chacune des deux variables.
Ainsi:

Viel,P(X=u) = Y PX=anY=y)=> p;=np
y; €Y (Q) JjeJ
VjEJ,P(Y:y]‘) = Z P(sziﬁyzyj):z:pij:p.j

i €X(Q) iel
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Lois conditionelles de X sachant Y et de Y sachant X

Vi, ) €I xJ, P(X =a2;/Y =y;) = i) _ Pii
(5 J) ( /Y =y;) PV =1 .
Vi, j) e IxJ, PY =y;/X =2;) = ( Plz = z7) ]):f

L’utilisation d’un tableau peut permettre de donner de fagon synthétique les
valeurs de ces différentes probabilités.

Yw

X

L (P o--- P10 .- | D1

Ly | Piv --- Pig ... | P
Pa Py

Variables aléatoires indépendantes

Il y a indépendance entre X et Y si et seuleument si:

V(i,5) € I X J, pij =pi. pj

Si X et Y sont indépendantes, alors:

4.1.3 Covariance

Considérons deux variables aléatoires X et Y ayant des moments d’ordre 2.
La covariance de X et Y est définie par:

cov(X, V) = F{[X - E(X)][Y - EV)]}




34 Variables aléatoires a valeurs dans R"

Propriétés

Soient X et Y deux variables aléatoires possédant des moments d’ordre 2.

cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y)

En effet :

E{IX - EX)[Y - E(Y)]} = E[XY - E(X)Y - E(Y) X + E(X) E(Y)]
= E(XY) - E(X) E(Y)

— 1l en découle que:

cov(X,Y) = cov(Y, X)
cov(X, X) = V(X)
cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y)
V(X +Y) V(X)+V(Y)+2cov(X, Y)

— Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X, Y) = 0.
Attention : La réciproque n’est pas vraie!

— Inégalité de Cauchy-Schwartz :
Si X et Y sont deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre
2, alors:

E(XY]) < VEX?)VE(Y?)

Démonstration :
Démontrons tout d’abord I'existence de F'(| X'Y]). Autrement dit, | X'Y|
admet t’elle un moment d’ordre 17

1 Jx I
Saxiezo e BE gy B
X2 Y|?
s EL +u>|X||Y|
X2 y?
& St 2 XY

Or par hypothése, X et Y admettent des moments d’ordre 2, donc
|XY]| admet un moment d’ordre 1.
Ensuite,

Vo eR, ([X|+alY)* >0 = E[(X]+aY]*] >0
& B(X)+2a B(|XY|)+a* E(Y?) >0
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On a donc un polyndéme du second degré en a. Son discriminant vaut
A = 4(E(|XY]))? — 4 (E(X?)E(Y?)). Or ce polynome est toujours
positif ou nul. Donc on a A < 0. Donc:

H[(E(XY])? - EKYEE?Y)] < 0
& (E(XY))? - EXHEYY) < 0
& B(XY) < VEXYVEY?)

— Si X et Y admettent des moments d’ordre 2, alors:

lcov(X, Y)| <A/ V(X)V/V(Y)

Démonstration :
On a pour toute variable aléatoire @, |[F(Q)| < E(|Q)).
Donc

|cov(X, Y)[ < E([(X = E(X) (Y - EY))])

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz (voir 4.1.3 page précé-
dente), on obtient donc:

12VE[(Y — E(Y))?] donc

|cov(X

VE]
\/_

VANVAN

T

|cov(X

Coefficient de corrélation

On définit le coefficient de corrélation p, si X et Y admettent des moments
d’ordre 2:

cov(X,Y)
V(X)VVIY)

p:

4.1.4 Matrice des variances-covariances

Soir V un vecteur aléatoire formé de variables aléatoires admettant des mo-

ments d’ordre 2:
Xy
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E(;(n)

On peut alors définir Y, la matrice des variances-covariance par:

S=FE|(V-EV)(V-EWV)T

Bl(Xy — B(X1))(X1 — E(X1))] ... BlUX:— B(X1))(X; — B(Xy))] ...  Bl(X1— B(X1))(Xn — B(Xa))]
Y= BI(Xi — B(X:))(X1 — B(X1))] . Bl(X; — B(Xi))(X; — B(X;))] BI(Xi = B(X:))(Xn — B(X4))]
Bl(Xn — B(X4))(X1 — B(X1))] Bl(Xn — BE(Xn))(X: — B(X;))] . Bl(Xn = B(X2))(Xn — B(Xn))]

3 est donc une matrice carrée, symétrique par rapport a sa diagonale princi-
pale. La diagonale principale contient les éléments V' (X;), tandis que les élé-
ments extradiagonaux sont les covariances. On peut démontrer selon le méme
principe que pour la somme de deux variables aléatoires (voir 4.1.3 page 34):

VIXp 4+ X) =) V(X)) +2 > cov(Xy, X;)
=1 1<i<j<n

4.2 Couples de variables aléatoires continues

4.2.1 Deéfinitions

f :R? = R est une densité de probabilité si:

- fla est & valeurs positives ;
f( ) y) p ;
— [ Jge f(2, y) da dy est définie et vaut 1.

Si le couple (X, Y) admet la fonction f(z, y) comme densité de probabilité,
alors la fonction de répartition vaut :

F(%y):P(XSwﬂYSy):/_w /_y [t w) dt du

On en déduit aisément
O*F(z, y)
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Densités marginales

Les densités marginales ¢ de X et h de Y sont:

so= [ sewa @ = sea

o0 — 00

Densités conditionnelles

Les densités conditionnelles de X sachant (Y = y), gy=y, et de Y sachant
(X =2), hx=y, sont:

_ _ [y
=T ) ==

Indépendance

X et Y sont indépendantes si et seuleument si:

V(z, y) € R?, flz,y) =g(z) h(y)

4.2.2 Matrice des variances-covariances

La définition et les propriétés énoncées pour les covariances des variables
discrétes (voir 4.1.3 page 33) restent valables. On peut généraliser tout ce
qui a été vu pour les variables continues au cas de plusieurs variables. On
définit de la méme fagon que pour les variables aléatoires discrétes la matrice
des variances-covariances (voir 4.1.4 page 35).

4.3 Sommes de variables aléatoires

Si (X, Y) est un couple de variables aléatoires, alors leur somme 2 = X +Y
est aussi une variable aléatoire.

4.3.1 Cas des variables aléatoires discrétes

Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes, alors 7 = X + Y est aussi
une variable aléatoire discréte.
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Dans le cas général, on a:
Ve Z(Q), P(Z=2) = P(X+Y =2)

= Y PX=znY=y)
(z, YEX ()XY (Q)/v+y=2

= Z PX=a2nY =z-2)
zeX(Q)

Si X et Y sont indépendantes, alors:

4.3.2 Cas des variables aléatoires continues

Soient X et Y deux variables aléatoires continues, alors la variable aléatoire
Z = X 4 Y est aussi continue. Si le couple (X, Y) admet la densité fxy,
alors la densité f de Z vérifie:

+ oo

Vz € R, f(z):/ Ix, v(z, z—2) dz

— 00

Si X et Y sont indépendantes et admettent des densités fy et fy, alors leur
somme Z admet pour densité f telle que:

VzeR, f(z) = /+OO Ix (@) fy(z —z)dx

— 00

produit de convolution de fx et fy pris en z

+oo
— / Fx(z = v) fr (9)dy

— 00

Le produit de convolution peut étre noté fx * fy, et est commutatif.



Annexe A

Quelques formules utiles

+oo
vpelo, 1], Y pt = —
k=0

+oo
2 pk—l —
,; (1—-p)?

(1 -p)°
zn: b n(n+1)
2
k=1
zn:kz _ n(n+1)(2n+ 1)
6
k=1
zn:kS _ "2(n4+ 1)?
k=1
. /l\c_]: = exp’
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Quelques formules utiles




Annexe B

Quelques lois de probabilité
usuelles

Soit X une variable aléatoire.

B.1 Lois discrétes

B.1.1 Loi uniforme discréte

X =U([1, n])

E(X)= et

Voir 3.6.1 page 24.

B.1.2 Loi binomiale

X = B(n, p)

VEEN, k<n, P(X=k) =CPpkq*

E(X)=mnp et V(X) = npq
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X correspond au nombre de succés lors d’une succession de n épreuves de
Bernouilli indépendantes, chacune ayant la probabilité de succés p (et d’échec

qg=1-p).

B.1.3 Loi géométrique

1—p
E X = — et V X =
(X) p (X) e
Voir 3.6.2 page 24.
B.1.4 Loi de Poisson
X =P\
N AR
VEk € N, P(X =k) =exp™ i

B.1.5 Loi hypergéométrique

X =H(N, n, p)

Ck Cn—k

VEEN k<n, P(X=k)=_"£ N
C(N

N-—n

E(X)=mnp et V(X)=npq

Voir 3.6.3 page 25.

B.2 Lois continues

Soit f la fonction de densité de X.
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B.2.1 Loi uniforme

X = U(a, b)

Voir 3.7.1 page 26.

B.2.2 Lol exponentielle

X =£&(A)
Vo € R*T, f(z) =X exp™™
1 1
Voir 3.7.2 page 27.
B.2.3 Lol normale
X = N(:uv o)
1 _(z=n)?
Y € R, flz)= exp 207

B.2.4 Loi du Chi-deux

X=x2

Soient Xy, X5, ..., X,, une suite de n variables aléatoires indépendantes
suivant chacune une loi normale centrée réduite N'(0, 1).

X:zn:)(i?
=1

EX)=n et V(X)=2n



